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Аннотация: Решение дифференциальных уравнений является важной и 

сложной задачей, возникающей при математическом моделировании различных 

технических задач. Поэтому в статье рассматриваются численные методы 

решения дифференциальных уравнений, которые являются универсальным 

методом решения большинства дифференциальных уравнений. Наиболее 

известными из таких методов являются метод Эйлера и метод Рунге-Кутта. В 

статье подробно изучены эти два метода и реализовано решение задач в 

редакторе MS Excel. Также рассмотрено решение дифференциальных уравнений 

численным методом в программе Mathcad. 
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численные методы, метод Эйлера, метод Рунге-Кутта, программа Mathcad. 

 

Annotation: The solution of differential equations is an important and complex 

problem that arises in the mathematical modeling of various technical problems. 

Therefore, the article considers numerical methods for solving differential equations, 

which are a universal method for solving most differential equations. The most well-

known of these methods are the Euler method and the Runge-Kutta method. The article 

examines these two methods in detail and implements the solution of problems in the 



MS Excel editor. The solution of differential equations by the numerical method in the 

Mathcad program is also considered. 

Key words: differential equations, Cauchy problem, numerical methods, Euler 

method, Runge-Kutta method, Mathcad program. 

 

Дифференциальные уравнения являются основой огромного количества 

расчетных задач из самых различных областей науки и техники. Поэтому 

инженеру-исследователю в своей научной деятельности приходится 

сталкиваться с решением ДУ различной сложности. 

Дифференциальные уравнения – это уравнения, в которых неизвестными 

являются функции одной или нескольких переменных. Эти уравнения включают 

соотношения между искомыми функциями и их производными. Если в 

уравнения входят производные только по одной переменной, то они называются 

обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ). Если уравнение 

содержит функцию нескольких независимых переменных и ее частные 

производные, то говорят об уравнении в частных производных. 

Решить дифференциальное уравнение – значит, определить неизвестную 

функцию на определенном интервале изменения ее переменных. 

В курсе высшей математики в техническом вузе мы изучили некоторые 

виды ДУ и методы их решений. Также известно, что не все дифференциальные 

уравнения имеют аналитическое (точное) решение, а иногда для получения 

аналитического решения ДУ нужны большая изобретательность и знания 

специальных формул и методов математики. Поэтому при решении достаточно 

часто применяются численные методы, позволяющие свести решение 

дифференциальных уравнений к последовательности алгебраических операций 

над числами, которую можно реализовать с помощью компьютерных программ. 

Эти методы можно применить к широкому классу ДУ, поэтому эти методы 

можно назвать универсальными. Основным недостатком численных методов 

решения дифференциальных уравнений считают то, что численными методами 

можно найти только частное решение задачи. 



Обыкновенное дифференциальное уравнение или система ОДУ 

имеет единственное решение, если, помимо уравнения, определенным образом 

заданы дополнительные условия. В зависимости от вида дополнительных 

условий различают 2 основных типа задач для обыкновенных 

дифференциальных уравнений: 

1) задачи Коши, для которых определены начальные условия на искомые 

функции, т. е. заданы значения этих функций в начальной точке интервала 

интегрирования уравнения; 

2) краевые задачи, для которых заданы определенные соотношения сразу 

на обеих границах интервала. 

В нашей работе мы подробнее остановимся на решении задачи Коши для 

ОДУ численными методами. Рассмотрим метод Эйлера и метод Рунге-Кутта, 

реализуем их с помощью MS Excel. Кроме этого, рассмотрим решение 

дифференциальных уравнений в программе MathCAD, в которой нет 

символьного (точного) решения ДУ, но достаточно хорошо представлены 

численные методы их решения (в частности, метод Рунге-Кутта). 

Известно, что обыкновенное дифференциальное уравнение n-го порядка 

при помощи замены переменной можно привести к эквивалентной системе n 

уравнений первого порядка. Поэтому, решив ДУ первого порядка, это решение 

можно будет обобщить и на случай дифференциального уравнения n-го порядка.  

Например, дифференциальное уравнение 2-го порядка ( , , )y g y y x   можно 

заменить эквивалентной системой ДУ 1-го порядка: 









,'

),,,('

zy

xyzgz
 где z – новая переменная. 

То есть, получена система уравнений относительно у и z.  Решение этой 

системы даст и искомую функцию, и ее производную. 

Решить задачу Коши численно – значит, для заданной последовательности 

значений аргумента (узлов) x0, x1, x2, …, хn и числа y0 (значение искомой функции 

в начальной точке x0), не находя самого решения y = φ(х), приближенно 

вычислить значения y1, y2, y3, …, yn этого решения в остальных узлах. Таким 



образом, численное решение задачи Коши позволяет вместо отыскания точного 

решения в виде формулы y = φ(х) получить таблицу значений этой функции. 

 

Таблица 1. Таблично заданная функция 

xi x0 x1 x2 … хn 

φ(хi) у0 y1 y2 … yn 

 

Наиболее простым методом решения дифференциальных уравнений 

является метод Эйлера. Рассмотрим его подробнее. 

 

Рисунок 1. Реализация метода Эйлера 

 

Рассмотрим решение задачи Коши для дифференциального уравнения 

первого порядка: ),( yxfy   при начальных условиях 00 )( yxy  . 

Метод Эйлера основан на разложении функции y в ряд Тейлора в 

окрестности точки x0: ...)(''
2

1
)(')()( 0

2
000  xyhxyhxyhxy  

Полагая, что h мало, в методе Эйлера пренебрегают членами второго и 

высших порядков: )(')()( 000 xyhxyhxy  . 

Для решения задачи Коши вводят на отрезке [a; b] равномерную сетку: 

 nabhbxnihxxax niin /)(,,1...,,2,1,, 10   , 

где i=0, 1, 2, …, n – номер узла; h – шаг сеточной области. Обозначим через 

y(xi) точное решение, а через yi – приближённое решение задачи в одинаковых 

узлах сетки. 



Запишем уравнение касательной к графику искомой функции следующим 

образом: ),()( 0000 yxfxxyy  . 

Рассмотрим точку M1(x1, y1) пересечения прямой x=x1=x0+h и касательной. 

При достаточно малом шаге h ордината точки M1, определённая по формуле: 

),( 0001 yxfhyy  , мало отличается от ординаты y(x1) решения задачи в точке 

x1. И точку M1 можно принять приближённо за новую начальную точку, а через 

неё вновь проводить прямую, параллельную касательной к y=y(x) в точке (x1, 

y(x1)):  ),()( 1111 yxfxxyy  . 

Находя точку пересечения этой прямой и прямой x=x2, получим 

приближённое значение искомой функции y=y(x) для x=x2: ),( 1112 yxfhyy  . 

Продолжая этот процесс, получим рекуррентную формулу для вычисления 

приближённого решения задачи Коши на сеточной области: 

),(1 iiii yxfhyy  , i=0, 1, …, n–1, y(x0) = y0. 

Это простейший численный метод решения дифференциальных 

уравнений, но сравнительно грубый и применяется на практике в основном для 

ориентировочных расчётов. Ошибка этого метода имеет порядок h2. 

Метод Рунге-Кутта является одним из методов повышенной точности. В 

отличие от метода Эйлера, в методе Рунге-Кутта в ряде Тейлора учитываются 

члены до четвёртого порядка: 
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Строится равномерная сетка n с шагом h и рассматриваются числа – 

угловые коэффициенты касательных, проведённых к определяющим точкам 

искомой функции: 
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, (i=0, 1, …, n). 



Последовательные значения функции вычисляются по формуле: 
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Метод Рунге-Кутта обладает значительной точностью порядка h5 и, 

несмотря на некоторую трудоёмкость, широко используется при численном 

решении ДУ с помощью ЭВМ.  

Формулы Рунге-Кутта для системы 2 обыкновенных ДУ первого порядка 

можно получить аналогично. Рассмотрим систему 
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Напишем формулы метода Рунге-Кутта для системы 2 уравнений: 













,6/)22(

,6/)22(

43211

43211

kkkkzz

kkkkyy

ii

ii

     

xi+1=xi+h, 

где 
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Последовательно вычисляются на каждом шаге k1, l1, k2, l2, k3, l3, k4, l4, а 

затем yi+1, zi+1, xi+1. Во всех вариантах i=0, 1, 2, …, n–1. 

В MathCAD нет универсальной функции для решения дифференциальных 

уравнений, а есть около 20 функций для различных видов уравнений, 

дополнительных условий и методов решения. Эти функции можно найти в 

библиотеке Insert/Function, категория «Differential Equation Solving» [1]. 

Для численного интегрирования ОДУ в MathCAD имеется выбор – 

использовать либо вычислительный блок Given/Odesolve, либо встроенные 

функции. Оба способа обладают одинаковыми возможностями, но при 

использовании блока решения запись уравнений более привычна и наглядна. 

https://studopedia.ru/7_93436_Mathcad.html


Однако отдельная функция может быть использована в составе других функций 

и программ, что бывает удобно при решении большой задачи.  

Вычислительный блок Given/Odesolve для решения одного ОДУ состоит 

из трех частей: ключевое слово given; ОДУ и начальные условия, записанные с 

помощью логического равенства; встроенная функция Odesolve (x, b) 

относительно независимой переменной x на интервале [a, b]; b – верхняя граница 

отрезка интегрирования. Допустимо и даже предпочтительнее задание функции 

Odesolve (a, b, step) с 3 параметрами, где step – внутренний параметр численного 

метода, определяющий количество шагов. Чем больше step, тем с лучшей 

точностью будет получен результат, но тем больше времени будет затрачено на 

его поиск. 

Функция Odesolve возвращает решение задачи в виде функции. Эта 

функция не имеет символьного представления и может только вернуть 

численное значение решения уравнения в любой точке интервала 

интегрирования. Функция Odesolve использует для решения ДУ наиболее 

популярный алгоритм Рунге-Кутта четвертого порядка. Он обеспечивает малую 

погрешность для широкого класса систем ОДУ. 

Приведем примеры решения дифференциального уравнения, используя 

описанные выше методы. Решим задачу Коши аналитически, а также 

численными методами Эйлера, Рунге-Кутта и с помощью системы Mathcad. 

Проведем анализ полученных решений. 

Пример 1. Уравнение 2y y y    при начальных условиях (0) 0,1y   на 

отрезке [0; 5]. 

Аналитическое решение данного уравнения не составит большого труда 

для человека, знающего основные методы решения дифференциальных 

уравнений. Применим метод разделения переменных: 
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параметр С:  
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Применим для решения этого уравнения метод Эйлера.  

Выберем шаг h = 0,5 и разобьем отрезок x[0; 5] на части. Получили 10 

отрезков дробления. Из начального условия знаем, что y0 = 0,1. Далее 

последовательно вычислим приближенные значения решения yi+1. 

Для этого составим несложную расчетную таблицу в Excel (рисунок 1).  

 

 

Рисунок 2. Реализация метода Эйлера при h = 0,5 

 

Для того чтобы уточнить корень, уменьшим шаг дробления вдвое (h = 0,25) 

и вычислим значения приближенного решения yi+1. В этом случае получили уже 

20 отрезков дробления. Сравним полученные значения со значениями, 

полученными в предыдущем шаге, – вычислим процент расхождения.  



 

Рисунок 3. Реализация метода Эйлера при h = 0,25 

 

Процент отклонения в некоторых точках превышает 5%, поэтому 

необходимо продолжить уменьшение шага дробления. Рассмотрим шаг 

дробления h = 0,125 и вычислим значения приближенного решения yi+1. В этом 

случае получили уже 40 отрезков дробления. 

 

 

Рисунок 4. Реализация метода Эйлера при h = 0,125 

 

По сравнению с предыдущим шагом отклонения оказались меньше 5%, 

поэтому на этом шаге можно остановиться.  

Проведем сравнительный анализ всех решений методом Эйлера с точным 

решением, построим графики и вычислим процент отклонения. 



 

Рисунок 5. Точное и приближенные решения 

 

Таблица отклонений приближенных значений yi, полученных методом Эйлера в 

узлах, от точных значений решения задачи Коши выглядит следующим образом.  

 

Таблица 2. Таблица отклонений приближенных значений 

xi 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 

yi (h=0,5) 0% 6% 11% 13% 13% 11% 8% 4% 2% 0% 1% 

yi (h=0,25) 0% 4% 6% 7% 7% 5% 4% 2% 1% 0% 0% 

yi (h=0,125) 0% 2% 3% 4% 3% 3% 2% 1% 0% 0% 0% 

 

Видим, что при h = 0,125 отклонения от точного решения меньше 5 %.  

Если уменьшить шаг дробления еще в два раза, то точность будет еще выше. 

Вычислим методом Рунге-Кутта с h = 0,5. Расчетная таблица будет 

выглядеть чуть сложнее.  

 

 

Рисунок 6. Реализация метода Рунге-Кутта при h = 0,5 
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Для того чтобы уточнить корень, уменьшим шаг дробления вдвое (h = 0,25) 

и вычислим значения приближенного решения yi. 

 

Рисунок 7. Реализация метода Рунге-Кутта при h = 0,25 

 

Отклонения yi в узлах по сравнению с предыдущим шагом оказались около 

0%, поэтому на этом шаге можно остановиться.  

Проведем сравнительный анализ решений методом Рунге-Кутта с точным 

решением, построим графики и вычислим процент отклонения. 

 

 

Рисунок 8. Точное и приближенные решения методом Рунге-Кутта  

 

Таблица отклонений приближенных значений yi, полученных методом 

Рунге-Кутта в узлах, от точных значений решения задачи Коши выглядит 

следующим образом. 
 

Таблица 3. Таблица отклонений приближенных значений 

xi 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 
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Можем заметить, что метод Рунге-Кутта дает достаточно хорошую 

точность уже при первом шаге h=0,5.  

Реализация решения данного дифференциального уравнения в Mathcad 

приведена ниже. 

 

 

Рисунок 9. Решение задачи Коши в Mathcad 

 

Решение уравнения в Mathcad полностью совпадает с решением, 

полученным методом Рунге-Кутта. 

Таким образом, можем заключить, что наиболее быстрое решение 

дифференциального уравнения мы получили с помощью системы Mathcad, но и 

реализация метода Рунге-Кутта в MS Excel не составляет большого труда. 

Составив программу расчета в MS Excel для одного ДУ, можно легко исправить 

ее и применять для решения других ДУ.  

Решим еще несколько ДУ методом Рунге-Кутта. 

Пример 2. Уравнение siny x x y     при начальных условиях 0)0( y на 

отрезке [0; 10]. Выберем шаг h=0,1. 

Получим аналогичную предыдущему решению таблицу значений из 100 

строк. По полученным значениям построим графическое изображение. 



 

Рисунок  10. Приближенное решение методом Рунге-Кутта  

 

Рисунок 11. Реализация метода Рунге-Кутта при h = 0,1 

 

Пример 3. Решим методом Рунге-Кутта ДУ второго порядка 

5 12,5 0y y y     при начальных условиях (0) 1, (0) 0y y   на отрезке [0; 5]. 

Данное уравнение является линейным однородным дифференциальным 

уравнением второго порядка. Решение не сложно найти по общеизвестным 

формулам: 
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2
5 5

sin cos
2 2

x
x x

y e
  

  
 
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Для применения численного метода решения запишем данное уравнение в 

виде системы:  
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Решим методом Рунге-Кутта, выберем шаг h=0,1. Получим 50 шагов 

вычислений. 
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Рисунок 12. Фрагмент реализации метода Рунге-Кутта при h = 0,1 

 

Проведем сравнительный анализ решений методом Рунге-Кутта с точным 

решением, построим графики и вычислим процент отклонения. 

 

Рисунок 13. Точное и приближенное решения методом Рунге-Кутта  

 

Таблица отклонений приближенных значений yi , полученных методом 

Рунге-Кутта в узлах, от точных значений решения задачи Коши выглядит 

следующим образом. 

 

Таблица 4. Таблица отклонений приближенных значений 

xi 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 

yi (h=0,1) 0,00% 0,03% 0,3% 0,03% 0,24% 0,05% 0,16% 1,39% 0,08% 0,5% 0,12% 

 

Процент отклонения достаточно маленький. Уменьшение шага приведет к 

возрастанию количества шагов, но позволит уменьшить процент отклонения. 

Реализация решения, данного ДУ 2-го порядка в Mathcad ниже [2]. 
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Рисунок 14. Решение задачи Коши в Mathcad 

 

Таким образом, решение дифференциальных уравнений является сложной 

и важной задачей в научных исследованиях. Мы в своей работе рассмотрели 

наиболее распространенные методы, которые лежат в основе многих других 

более сложных методов.  Для реализации приближенных методов решения 

удобно применять MS Excel и Mathcad, но необходимо иметь хорошие навыки 

по работе с данными программами, потому что самая минимальная допущенная 

ошибка может привести к большим ошибкам. 
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